2012年全国硕士研究生入学统一考试
数学三解答题试题解析

三、解答题：15—23小题，共94分.请将解答写在答题纸指定位置上.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.
（15）（本题满分10分）

计算
【解析】：[image: image1.png]=lime* ™ fim £
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（16）（本题满分10分）

计算二重积分[image: image3.png][ty



，其中D为由曲线[image: image4.png]y=+x



与[image: image5.png]


所围区域。

【解析】：由题意知，区域[image: image6.png]D:{(;y)“'l(xﬁl,\/;(y(%}



，如图所示所以
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（17）（本题满分10分） 求[image: image9.png]Xy+2yz



在条件下[image: image10.png]@ +y’+2°) =10



下的最值.
【解析】：令[image: image11.png]F(xy.z2)=w+2z+ (@ +) +2°-10)



,用拉格朗日乘数法得
[image: image12.png]



求解得六个点：    [image: image13.png]4(15.2).5(-1~5.-2).




[image: image14.png]c(1—5.2).0(-1+5.2).




[image: image15.png]E(242.0.~2).F(-242.0.42).




由于在点[image: image16.png]


与[image: image17.png]


点处,[image: image18.png]u=55



；在点[image: image19.png]


与[image: image20.png]


处,[image: image21.png]


；在点[image: image22.png]


与[image: image23.png]


处,[image: image24.png]


．

又因为该问题必存在最值,并且不可能在其它点处,所以[image: image25.png]


,[image: image26.png]


．

（18）（本题满分10分）

证明：[image: image27.png]a1 0 cxal
1—x 2




【解析】：令[image: image28.png]f(» :mi%‘msx—l—;



，可得
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由[image: image30.png]0<x<1



，得[image: image31.png]


，[image: image32.png]142
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，

所以[image: image33.png]12

ox—sinx20



，

故[image: image34.png]f(x)=0



，即得[image: image35.png]T4x
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所以[image: image36.png]


。
（19）（本题满分10分）

设[image: image37.png]


在[image: image38.png][0.3]



上连续，在[image: image39.png](0.3)



内二阶可导，且[image: image40.png]= FO+ G
2@ =, fec




1）证明：[image: image41.png]Ane(0.2)



使得[image: image42.png]F@=7(n)




2）证明：[image: image43.png]At €(0.3)



使得[image: image44.png]Fr(&)=0



。

【解析】：

1）由于[image: image45.png]


在[image: image46.png][0.3]



上连续，可知[image: image47.png]F)= j: fOdt



在[image: image48.png][0.3]



上连续，在[image: image49.png](0.3)



内可导。则由拉格朗日中值定理可得[image: image50.png]Ane(0.2)



使得[image: image51.png]2F (7)=F(2)-F(©)



，也即[image: image52.png]27 (n)= | 103



，代入原等式即得[image: image53.png]F@=7(n)



。

2）设[image: image54.png]


分别为[image: image55.png]


在[image: image56.png][23]



上的最大值和最小值，易知[image: image57.png]mﬁfia);fc)ﬁll



，则由闭区间上连续函数的介质定理可知[image: image58.png]Am €[2.3]



使得[image: image59.png]IAHO _ yy)



，代入[image: image60.png]= FO+ G
2@ =, fec



可得[image: image61.png]FO@=f(n)=F(m)



。在区间[image: image62.png][0.7]



上运用罗尔定理可得[image: image63.png]A4 e(0.m)



使得[image: image64.png]Fr&)=0



；再在区间[image: image65.png][7m]



上运用罗尔定理可知，[image: image66.png]¢, e(n.m)



使得[image: image67.png]Fi&)=0



。再在区间[image: image68.png][&.5]



上对[image: image69.png]


运用罗尔定理可知，[image: image70.png]Ate(&.5)c(0.3)



使得[image: image71.png]Fr(&)=0



。
（20）（本题满分10分）

设[image: image72.png]


，[image: image73.png]



（Ⅰ）求[image: image74.png]



（Ⅱ）已知线性方程组[image: image75.png]


有无穷多解，求[image: image76.png]


，并求[image: image77.png]


的通解。

【解析】：（Ⅰ）[image: image78.png]® oo~
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可知当要使得原线性方程组有无穷多解，则有[image: image80.png]


及[image: image81.png]-a-ad =0



，可知[image: image82.png]


。

此时，原线性方程组增广矩阵为[image: image83.png]-1 0 0
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，进一步化为行最简形得[image: image84.png]]
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可知导出组的基础解系为[image: image85.png]


，非齐次方程的特解为[image: image86.png]


，故其通解为[image: image87.png]



线性方程组[image: image88.png]


存在2个不同的解，有[image: image89.png]


.

即：[image: image90.png]
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，得[image: image92.png]


或-1.

当[image: image93.png]


时, [image: image94.png]


，显然不符，故[image: image95.png]


.
（21）（本题满分10分）三阶矩阵[image: image96.png]


，[image: image97.png]


为矩阵[image: image98.png]


的转置，已知[image: image99.png]r(£ =2



，且二次型[image: image100.png]


。

（1）求[image: image101.png]



（2）求二次型对应的二次型矩阵，并将二次型化为标准型，写出正交变换过程。

【解析】：（1）由[image: image102.png]


可得，
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 则矩阵[image: image105.png]N
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解得[image: image107.png]


矩阵的特征值为：[image: image108.png]



对于[image: image109.png]A4 =0R(4E-B)X =0



得对应的特征向量为：[image: image110.png]



对于[image: image111.png]2, =2/R(4LE-B)X =0



得对应的特征向量为：[image: image112.png]



对于[image: image113.png]


得对应的特征向量为：[image: image114.png]



将[image: image115.png]haTh-h



单位化可得：

[image: image116.png]


，[image: image117.png]


，[image: image118.png]G-

=
!




[image: image119.png]g =(a.a,.a)




（22）（本题满分10分）

已知随机变量[image: image120.png]


以及[image: image121.png]


的分布律如下表所示，

	X
	0
	1
	2

	P
	1/2
	1/3
	1/6


	Y
	0
	1
	2

	P
	1/3
	1/3
	1/3


	XY
	0
	1
	2
	4

	P
	7/12
	1/3
	0
	1/12


求：（1）[image: image122.png]P(X=2F)



；

（2）[image: image123.png]cov(X YY)



与[image: image124.png]


.

【解析】：
	X
	0
	1
	2

	P
	1/2
	1/3
	1/6


	Y
	0
	1
	2

	P
	1/3
	1/3
	1/3


	XY
	0
	1
	2
	4

	P
	7/12
	1/3
	0
	1/12


（1）[image: image125.png]



（2）[image: image126.png]cov(X —¥.¥)=cov(X.¥)-cov(¥.¥)




[image: image127.png]cov(X,Y) = EXY — EXEY



，其中[image: image128.png]



[image: image129.png]


,[image: image130.png]



所以，[image: image131.png]cov(X,¥)=0



，[image: image132.png]cov(¥,¥)=D¥ = ;



，[image: image133.png]mv(X*Y,Y):—%



,[image: image134.png]P =0



.

（23）（本题满分10分）

设随机变量[image: image135.png]


和[image: image136.png]


相互独立，且均服从参数为[image: image137.png]


的指数分布，[image: image138.png]¥V =min(X.¥),U =max (X.¥)



.

求（1）随机变量[image: image139.png]


的概率密度；

（2）[image: image140.png]E(U+V)



.

【解析】：

（1）[image: image141.png]


概率密度为[image: image142.png]f(x):{":’ i



分布函数为[image: image143.png]1-e™, x>0,





INCLUDEPICTURE "../Local%20Settings/Temp/ksohtml/wps_clip_image-17183.png" \* MERGEFORMAT [image: image144.png]


和[image: image145.png]


同分布.
由[image: image146.png]¥ =min (X.Y)



，[image: image147.png]Fy(v)=P{¥ <v} = P{min (X.¥)<v} =1-P{X >v.¥ >}



，

而[image: image148.png]


独立，故上式等于[image: image149.png]1-6™, v>0,

1-PX > P > =1-[1-F()] :{ o #E




故[image: image150.png]S e,




（2）同理，[image: image151.png]


的概率密度为：[image: image152.png]S e




[image: image153.png]BU={ w2(1-6* r@,f



，[image: image154.png]- 1
= vb*’dv:i



，

所以[image: image155.png]E(U+V)=E(U)+E(¥)



.

